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Введение  
Дзета-функция Римана определяется для 
комплексных s itσ= +  при 1σ >  следующим 
образом:  
1
1( ) s
n
s
n
ζ ∞
=
= .∑  
Для вещественных 1s >  она рассматривалась 
еще Эйлером. В своей эпохальной работе [1], 
опубликованной в 1859 г., Б. Риман аналитиче-
ски продолжил ее в область 1s ≠  и показал, что 
все так называемые нетривиальные нули дзета-
функции (т. е. нули, отличные от –2, –4, –6, ...) 
лежат в «критической полосе» 0 1σ≤ ≤ . Знаме-
нитая гипотеза Римана (далее RH) утверждает, 
что все нетривиальные нули лежат на «критиче-
ской прямой» 1 2σ = / . Эти исследования были 
предприняты Б. Риманом в связи с гипотезой 
Лежандра-Гаусса, согласно которой количество 
( )xπ  простых чисел, не превосходящих x , удов-
летворяет соотношению ( ) Li( ) 1( )x x xπ : → →∞ , 
где  
2
Li( )
log
x dtx
t
:= ∫  
– интегральный логарифм. Б. Риман связал это 
утверждение с распределением комплексных 
нулей дзета-функции и более того, дал точную 
формулу для ( )xπ , содержащую нетривиальные 
нули дзета-функции. В упрощенном виде его 
формула может быть записана следующим обра-
зом (если число x  не есть степень простого):  
( )21( ) log(2 ) log 12n x xn x x
ρ
ρ
πρ
−
≤
Λ = − − − − ,∑ ∑  
где ( ) logn pΛ = , если n  есть степень простого, 
и  ( ) 0nΛ =   в  противном  случае  (функция 
Мангольдта), а сумма xρ
ρ ρ∑  распространяется 
на все нетривиальные нули ρ  дзета-функции и 
понимается как lim .
T Tρ→∞ | |<
∑  При этом гипотеза Ле-
жандра-Гаусса равносильна утверждению 
( ) ( ),
n x
n x x
≤
Λ →∞∑ ∼  и из приведенной выше 
формулы Римана легко вытекает, что эта гипоте-
за верна, если все нетривиальные нули лежат 
слева от прямой 1σ = .  
Следует отметить, что исследованиям Ри-
мана предшествовали замечательные работы 
П. Л. Чебышева по распределению простых чи-
сел, в которых фигурировала дзета-функция ве-
щественного переменного. Вкладом Б. Римана, 
который трудно переоценить, был именно выход 
в комплексную область, позволивший в конеч-
ном счете установить закон распределения про-
стых в натуральном ряде. А именно, в 1898 году 
Ж. Адамар и Ш. де ля Валле-Пуссен доказали 
гипотезу Лежандра-Гаусса, установив отсутствие 
нулей дзета-функции на прямой 1σ = . Эту тео-
рему теперь называют теоремой о простых чис-
лах (асимптотическим законом распределения 
простых чисел в натуральном ряде).  
Важность гипотезы Римана для теории чи-
сел объясняется прежде всего тем, что ее спра-
ведливость равносильна справедливости теоре-
мы о простых числах с наилучшим возможным 
остатком. Дело в том, что, как указал сам Б. Ри-
ман, RH равносильна следующему утверждению: 
0ε∀ >   
1 2( ) Li( ) ( )x x O x επ / += + .  
Удивительным образом эта гипотеза связана 
также с рядом утверждений из таких  разных 
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разделов науки,  как  теория конечных групп 
преобразований, теория вероятностей, функцио-
нальный анализ и даже квантовая механика. На-
пример, доказано, что RH равносильна каждому 
из следующих утверждений:  
1) ( ) lognHn nn H e Hσ < + ,  
где ( )nσ  есть число делителей числа n, 
1 1 2 1nH … n= + / + + /  (Лагариас, 2002);  
2) наибольший порядок ( )g n  элементов 
симметрической группы nS  при достаточно 
больших n  удовлетворяет неравенству  
1log ( )
Li( )
g n
n
<  
(Массиас, Николас, Робин, 1989);  
3) для любой ненулевой комплексной функ-
ции 0 (0 )g C
∞∈ ,∞  справедливо неравенство  
( ) (1 ) 0g g
ρ
ρ ρ∗ ∗ − > ,∑  
где 1
0
( ) ( ) sg s g x x dx
∞
∗ −= ∫  – преобразование Мел-
лина функции g  (А. Вейль, Э. Бомбьери);  
4) для всех натуральных n   
(1 (1 1 ) ) 0n
ρ
ρ− − / ≥∑  
(Х.-Дж. Ли, 1998);  
5) при Re 1 2s > /   
( )Re 0
( )
s
s
ξ
ξ
′⎛ ⎞ > ,⎜ ⎟⎝ ⎠  
где ( )21( ) ( 1) ( )2 2s ss s s sξ π ζ−= − Γ  (Хинкканен, 1998); 
 6) 
2
2 3
0 1 2
1 12 3log ( )
(1 4 ) 32
y x iy dxdy
y
γζ π
∞ ∞
/
− −| + | = ,+∫ ∫  
где γ  – постоянная Эйлера (Волчаков, 1998);  
7) линейная оболочка семейства функций { } { }1( ) (0 1)a af t a at t= − , ∈ ;  (фигурные скобки 
обозначают дробную часть числа) плотна в 
2[0 1]L ;  (Бёрлинг, Ниман).  
Еще Б. Риман установил функциональное 
уравнение для дзета-функции, которое можно 
записать в виде ( ) (1 )s sξ ξ= − . Но доказано, что 
дзета-функция не удовлетворяет никакому диф-
ференциальному уравнению, что считается при-
чиной столь сложного распределения ее нулей.  
По-видимому, сейчас RH – самая знамени-
тая нерешенная математическая проблема. Сле-
дует отметить, что в настоящий момент мало кто 
сомневается в справедливости этой гипотезы, 
поскольку многочисленные факты свидетельст-
вуют в ее пользу. Например, доказано, что пер-
вые 1,5 миллиарда комплексных нулей дзета-
функции (расположенных в порядке возрастания 
мнимых частей) лежат на критической прямой 
(ван де Люн, Риэль, Винтнер, 1986). Там же ле-
жат и 83 10×  ее нулей с мнимыми частями из 
промежутка 20[0 2 10 ]; × , а также все нули с мни-
мыми частями из промежутка 22 22 10[10 2 10 10 ]; × +  
(А. Олдыжко). Известно также, что на критиче-
ской прямой расположено более 40 процентов 
комплексных нулей дзета-функции (Левинсон, 
Сельберг, Конри). Доказано, что, гипотетические 
исключения из RH могут быть расположены на 
комплексной плоскости крайне редко (Бор, Лан-
дау, Карлсон, Ингам). Доказаны аналоги RH, 
относящиеся к дзета-функциям алгебраических 
многообразий над конечными полями (А. Вейль, 
П. Делинь), некоторые следствия RH получили 
независимые доказательства и т. д. Кроме того, 
опровержение RH внесло бы хаос в распределе-
ние простых чисел, и считается маловероятным, 
что природа может быть столь извращенной.  
Далее нам понадобятся равносильные RH 
утверждения, относящиеся к функциям Мебиуса 
μ  и Эйлера ϕ . Напомним, что по определению 
( ) ( 1)kkNμ = −  где 1k kN p …p=  есть произведе-
ние первых k  простых чисел, и ( ) 0nμ =  для 
остальных  натуральных  n ; ( )nϕ  есть число 
натуральных чисел, меньших n  и взаимно про-
стых с n .  
Теорема 0.1 (Дж. Литтлвуд). RH равносиль-
на каждому из следующих утверждений:  
(i) 1 20 ( ) ( );
n x
n O x εε μ / +
≤
∀ > =∑  
(ii) 0 ( )
n x
A nμ
≤
∃ > =∑  
                  1 2( exp( log loglog )).O x A x x/= /   
Теорема 0.2 (Николас, 1985). RH равносиль-
на каждому из следующих утверждений: 
кроме конечного числаk k∀ /∀ , ,   
( )
loglog
k
k
k
e NN
N
γ
ϕ
−
< ,  
где 1k kN p …p=  есть произведение первых k  
простых чисел.  
Ниже с помощью гармонического анализа 
на полугруппах мы выведем из этих результатов 
несколько новых утверждений, равносильных 
RH. Всюду далее систематически будут исполь-
зоваться следующие обозначения: если 
1 2( ) ( )
1 2
n nn p p …α α=  – каноническое разложение на-
турального числа n  на простые множители, то 
1 2( ) ( ( ) ( ) )n n n …α α α:= , ,  – финитная последова-
тельность, и для t ω∈T  мы полагаем 
1 2( ) ( )( )
1 2
n nnt t t …α αα :=  ( ωT  обозначает бесконечно-
мерный тор, т. е. счетное произведение единич-
ных окружностей). Тогда, например, из нижесле-
дующего предложения 2.2 вытекает, что RH рав-
носильна такому утверждению:  
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k k∀ /∀ ,  кроме конечного числа, справедливо 
неравенство: 
2
1
( ) 1
loglogk k k
g t dt
t …t e N Nω γ
< ,∫
T
  (0.1) 
где 
( )
2
1
( )
3
1
( ) ,
n
n
n
n
t
n
g t t
n
α
α
≥
≥
=
∑
∑  а dt  – нормированная мера 
Хаара группы .ωT  
Более подробную информацию, касающую-
ся гипотезы Римана, можно найти в [2]–[6].  
 
1 Вспомогательные сведения  
В этом разделе будут изложены сведения по 
гармоническому анализу на полугруппах, необ-
ходимые для дальнейшего. Систематическое из-
ложение этих (и других) вопросов гармоническо-
го анализа содержится в [7]–[9].  
Пусть S  – абелева полугруппа с сокраще-
ниями и нейтральным элементом, записываемая 
мультипликативно, 1G S S−=  – группа ее част-
ных. Через S  обозначим мультипликативную 
полугруппу всех ограниченных полухарактеров  
полугруппы S  (т. е. ненулевых гомоморфизмов 
из S  в замкнутый единичный диск D  комплекс-
ной плоскости с операцией умножения), наде-
ленную топологией поточечной сходимости 
(превращающей ее в компактную топологиче-
скую полугруппу), а через S +  – ее компактную 
подполугруппу, состоящую из неотрицательных 
полухарактеров. Для Sρ +∈  положим также  
 { }S Sρ ψ ψ ρ:= ∈ :| |≤ .  
Характером полугруппы S  будем называть 
полухарактер, равный по модулю единице; (ком-
пактная топологическая) группа характеров по-
лугруппы S  будет обозначаться X .  
Необходимые нам сведения из [7] мы изло-
жим в виде нескольких лемм.  
Лемма 1.1 (полярное разложение полуха-
рактера). Любой полухарактер Sψ ∈  можно 
представить в виде  ψ ρχ= ,  
где  ,Sρ +∈  а Xχ ∈ .  
Для полухарактера Sρ +∈  через 1( )l ρ  мы 
обозначим нормированное пространство тех 
комплекснозначных функций f  на группе G  с 
не более чем счетным носителем, которые сосре-
доточены на ,S  и для которых  
( ) ( )
s S
f f s sρ
∈
:= | | < ∞.∑  
Лемма 1.2. Пространство 1( )l ρ  есть уни-
тальная полупростая коммутативная банахова 
алгебра со сверткой  
( ) ( ) ( )
xy s
f g s f x g y
=
∗ := ∑  
в качестве умножения.  
Пусть 1( )f l ρ∈ . Функцию f  на  ,S ρ  опре-
деленную равенством  
( ) ( ) ( )
s S
f f s sψ ψ
∈
= ,∑  
будем называть преобразованием Лапласа функ-
ции .f   
Лемма 1.3. Комплексные гомоморфизмы ал-
гебры 1( )l ρ  имеют в точности вид 
( )( ).f f S ρψ ψ ∈6  В частности, k iif g f g∗ =  
при 1( ).f g l ρ, ∈   
Пусть ψ ρχ=  – полярное разложение полу-
характера .ψ  Тогда ясно, что n( ) ( )( ),f fψ ρ χ=  
где «крышка» обозначает преобразование Фурье 
на группе .G  Формула обращения для преобра-
зования Фурье влечет теперь следующее утвер-
ждение.  
Лемма 1.4 (формула обращения для преоб-
разования Лапласа). Пусть 1( ).f l ρ∈  Если функ-
ция n( )( )fχ ρ χ6  принадлежит 1( ),L X  то при 
всех ,s  для которых ( ) 0,sρ ≠  справедливо ра-
венство  
1( ) ( ) ( )
( ) X
f s f s d
s
ρχ χ χρ= ,∫   
где dχ  – нормированная мера Хаара группы .X  
 
2 Формулировка и доказательство основ-
ных результатов  
Теперь мы в состоянии установить наши 
основные результаты.  
Предложение 2.1. RH равносильна каждо-
му из следующих утверждений:  
(i) для любого 0ε >  и любого/некоторого 
1β >  справедлива оценка  
1 2
( )
1
1 ( )
( ) ana x
n
dt O x
an tω
ε
β α
/ +
−
≤
≥
= ;∑∫ ∑T  
(ii) существует такое 0,A >  что для любо-
го / некоторого 1β >  справедлива оценка  
( )
1
1 2
1
( )
( exp( log loglog ))
an
a x
n
dt
an t
O x A x x
ω
β α−
≤
≥
/
=
= / .
∑∫ ∑T  
Доказательство. Пусть S  есть мультипли-
кативная полугруппа ∗N  натуральных чисел. 
Поскольку это свободная абелева полугруппа, 
системой образующих которой служит множест-
во простых чисел 1 2{ }p p …, , , каждый ограничен-
ный полухарактер полугруппы S  имеет вид  
( )( ) aa z αψ = ,  
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где 1 2( ) ,z z z …
ω= , , ∈D  1 2( ) ( )( ) 1 2 ,a aaz z z …α αα =  
( ),j jz pψ=  1 2( ) ( )1 2a aa p p …α α=  – каноническое раз-
ложение числа а на простые множители. Таким 
образом, мы можем считать, что m* [0 1] ,ω+ = ,N , 
n
,ω∗ =N D  а группа характеров полугруппы ∗N  
есть ωT  (через Kω  мы обозначаем тихоновское 
произведение счетного числа экземпляров ком-
пакта K).  
Для этого случая, отождествляя полухарак-
тер ( )( ) aa z αψ =  с соответствующей точкой 
,z ω∈D  получаем, что преобразование Лапласа 
имеет вид  
( )
1
( ) ( ) a
a
f z f a zα
∞
=
= .∑  
Если полухарактеру m*ρ +∈N  соответствует 
точка r  из [0 1] ,ω,  то алгебра 1( )l ρ  состоит из 
всех арифметических функций f, для которых 
абсолютно сходится ряд ( )
1
( ) .a
a
f a rα
∞
=
∑  Свертка в 
1( )l ρ  задается формулой  
( )( ) ( )
d a
af g a f d g
d|
⎛ ⎞∗ = ,⎜ ⎟⎝ ⎠∑  
где суммирование распространяется на все по-
ложительные делители числа a  («свертка Ди-
рихле»); функция {1}1  (индикатор одноточечного 
множества {1} ) будет единицей этой алгебры.  
В этом случае, при условии, что функция 
( )t f r t.6  принадлежит 1( ),L dtω ,T  формула об-
ращения для функций 1( )f l ρ∈  ( ( )( ) aa rαρ = ,  
[0 1]r ω∈ ; ) принимает вид  
( )
( )
1( ) ( ) aaf a f r t t dtr ω
α
α
−= . ,∫ 
T
  (2.1) 
где dt  – нормированная мера Хаара группы ,ωT  
а r t.  обозначает последовательность 1 1 2 2( ).r t r t …, ,   
Выберем теперь ( ) ( 1a a βρ β−= >  фиксиро-
вано), т. е. положим 1 2( )r p p …
β β− −= , , . Очевидно, 
что тогда 1( )lμ ρ∈ . Применяя к известному тож-
деству {1}1 1μ ∗ =  преобразование Лапласа, полу-
чаем при j jz p j N
β−| |< , ∈   
( )
1
1( )
a
a
z
zα
μ ∞
=
= .
∑
  
Покажем, что условия, достаточные для 
справедливости формулы обращения, здесь вы-
полнены при 1β > , т. е. что функция ( )t r tμ .6  
принадлежит 1( ).L dtω ,T   В  самом деле, эта 
функция  есть  преобразование Фурье функции, 
определенной на мультипликативной группе +Q  
положительных рациональных чисел (являю-
щейся группой частных полугруппы ∗N ), но со-
средоточенной на полугруппе ∗N  и равной на 
ней ( )( ) ( ) .n n n βμρ μ −=  Поскольку эта функция, 
очевидно, принадлежит 2 ( )L +Q , то функция 
( )t r tμ .6  принадлежит 2 1( ) ( )L Lω ω⊂T T  по тео-
реме Планшереля.  
Значит, для функции Мебиуса имеем при 
любом 1β >  в силу формулы обращения сле-
дующее интегральное представление (у нас 
( )nr nα β−= ):  
( )
( )
1
1( ) an
n
a a t dt
n tω
β α
β αμ −−
≥
= .∫ ∑T         (2.2) 
Следовательно,  
( )
1
1( )
( ) ana x a x
n
a dt
an tω β α
μ −
≤ ≤
≥
=∑ ∑∫ ∑T  
и для завершения доказательства осталось вос-
пользоваться теоремой 0.1.  
Более простой вид имеет следующий крите-
рий справедливости RH.  
Предложение 2.2. RH равносильна каждо-
му из следующих утверждений: k k∀ /∀ ,  кроме 
конечного числа, справедливо неравенство  
1
1
( ) 1
loglogk k k
g t dt
t …t e N Nω γ β −
< ,∫
T
 
где 
( )
1
1
( )
1
( ) 2.
m
m
m
m
t
m
g t t
m
α
β
α
β
β
−
≥
≥
= , >
∑
∑  
Доказательство. Будем рассуждать как в 
доказательстве предложения 2.1 (как и там, мы 
берем ( )a a βρ −= , но считаем, что 2β > ). По-
скольку, очевидно, ( ) ,n nϕ <  то 1( ).lϕ ρ∈  При-
меняя теперь преобразование Лапласа к извест-
ному тождеству  
1 idϕ ∗ =  
(здесь id( )n n= ), получаем i( ) 1( ) id( )z z zϕ ⋅ =  при 
,j jz p j
β−| |< , ∈N  откуда  
( )
1
( )
1
( )
m
m
m
m
mz
z
z
α
α
ϕ
∞
=
∞
=
= .
∑
∑
  
Покажем, что условия, достаточные для 
справедливости формулы обращения, здесь вы-
полнены при 2.β >  Действительно, функция 
( )t r tϕ .6  принадлежит 1( ),L dtω ,T  поскольку  
i iid( )( ) id( ) ( )
1( )
r tr t r t r t
r t
ϕ μ| . |. = =| . | ⋅ | . |,| . |   
причем первый сомножитель ограничен,  
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i 1
1
id( ) ,
m
r t m β−
≥
| . |≤ < ∞∑  
а второй принадлежит 1( )L dtω ,T  (см. доказатель-
ство предложения 2.1).  
Следовательно, по формуле обращения (2.1) 
имеем при любом 2β >  следующее интеграль-
ное представление функции Эйлера ( ( )nr nα β−= ):  
1 ( )
( )1
( )
1
( )
m
nm
m
T m
m t
n n t dt
m tω
β α
β α
β αϕ
∞ −
−=
∞ −
=
= ,∑∫ ∑     (2.3) 
и для завершения доказательства осталось вос-
пользоваться теоремой 0.2, так как ( ) 1k
N
kt t …t
α = .  
Полагая 3β =  в предложении 2.2, получаем 
утверждение (0.1), сформулированное во введе-
нии.  
Замечание 2.1. Теперь, когда формулы (2.2) 
и (2.3) получены с помощью гармонического 
анализа на полугруппах, можно дать их доказа-
тельство, являющееся концептуально более про-
стым. Докажем формулу (2.2). Прежде всего за-
метим, что при 1β >  справедливо следующее 
равенство:  
1 2
1 2
( ) ( )( )
1 2
( ) ( )
1 1 1 2
01 1
( ) ( )
1
1 j
j
n nn
n n
n n
m
j
t
mj jj p
t t …t
n p p …
t
p β
α αα
α αβ β β
β
∞ ∞
= =
∞ ∞∞
== =
= =
⎛ ⎞= = .⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎝ ⎠
∑ ∑
∑∏ ∏
   (2.4) 
Поэтому для натурального a   
( )
( )
( )
1
( )
1 1
1( )
1 j
j
a
a
tn
p
n j
tI a t dt dt
n tω ω β
α
α
β α
−
−
∞ ∞ −−
= =
:= = =
−∫ ∫∑ ∏T T
 
( ) 1 ( )1
( )
1
1
1
1
j j
j
j
j
j
t aj
jp
t
p
ja
j j
dt
t
dt
t
ω
β
β
α
α
∞
−
=
∞
=
= =
−
−
= ,
∏∫
∏ ∫
T
T
 
где все меры jdt  совпадают с нормированной 
мерой Хаара группы T  (последнее означает, что 
2
20
( ) ( )i dj jf t dt f e
π ϕ ϕ
π=∫ ∫T  для любой непрерыв-
ной функции f  на T ).  
Возможны два случая.  
1) Число a  делится на квадрат простого, 
т. е. ( ) 2j aα ≥  при некотором .j  В этом случае, 
используя свойство ортогональности характеров 
компактной группы (или прямым счетом), полу-
чаем, что  
( )
1
( ) 0
j
j
j
t
p
j ja
j
I a dt
t
β
α
−
:= = ,∫
T
 
а потому ( ) 0,I a =  что доказывает (2.2) для вы-
бранных .a   
2) Число a  свободно от квадратов, т. е. 
( ) {0 1}j aα ∈ ;  при всех .j  Как и в предыдущем 
случае, здесь легко подсчитать, что  
1 если ( ) 0
( )
1 если ( ) 1
j
j
j j
a
I a
p aβ
α
α
, =⎧⎪= ⎨− / , = .⎪⎩
 
Таким образом, если 1 ,ka p …p=  то 
( ) ( ) ( 1) ,kjjI a I a a
β= = − /∏  что равносильно 
формуле (2.2) в этом случае.  
Докажем формулу (2.3). Из формулы (2.4) 
следует, что для натурального a   
( )1
1 ( )
( )1
( ) ( )
1
1
1
( )
1
j
j
j j
j
n t
pan
jn t a
j jpn
n t
J a t dt dt
n t t
β
ω β
β α
α
β α α
−
−
∞
−≥
−
=
≥
−
:= = .
−
∑ ∏∫ ∫∑ TT  
Рассмотрим интеграл  
( )1 ( )
( )1
1
( )
1
1
( )
j
j
j j
j
j
t
p
j jt a
jp
j j
ja
j j j j
J a dt
t
p t
dt
p p t t
β
β
α
β
αβ
−
−
−
:= =
−
−= .−
∫
∫
T
T
 
Поскольку  
1 1
0
1 ( 1)
m
j j j
j
mj j j
p t t
p
p t p
β
β β
∞
− −
=
⎛ ⎞− = + − ,⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎝ ⎠∑  
то, пользуясь ортонормированностью характеров 
группы T , получим  
( 1) ( ) 1
1 если ( ) 0
1( )
если ( ) 1
j
j
jj
ja
j
a
pJ a a
p β α
α
α− +
, =⎧⎪ −= ⎨ , ≥ .⎪⎩
 
Поэтому, если 1 ( )( )1 k
aa
ka p …p
αα= , то  
( 1) ( ) 1
1
1 ( )( ) ( )
j
k
j
j a
j j j
p aJ a J a
ap β α β
ϕ
− +
=
−= = =∏ ∏  
(мы воспользовались тем, что 
1
( ) (1 1 )k jja a pϕ == − /∏ ). Последнее равенство 
равносильно формуле (2.3).  
Замечание 2.2. Подобно формулам (2.2) и 
(2.3) могут быть получены интегральные пред-
ставления и других арифметических функций. 
Так, например, исходя из тождества  
1 logΛ∗ =  
([10, с. 145]), для функции Мангольдта Λ  имеем 
при 1β >   
( )
( )1
( )
1
log
( )
m
nm
m
m
m mt
n n t dt
m tω
β α
β α
β α
∞ −
−=
∞ −
=
Λ = .∑∫ ∑T  
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